
Competitive Recommendation Systems

Petros Drineas
�

Computer Science
Department

Yale University

Iordanis Kerenidis
�

Computer Science Division
University of California,

Berkeley

Prabhakar Raghavan
�

Verity, Inc.
Sunnyvale, CA

ABSTRACT�����	�	
��
�
�	����������
������������	���������� ��"!#�����"!�$�����%������	�&
�'(�*)���
�$#!
�'+$����,���-��
.���� /�0!���
1��$#�,�2���	�	
��
�
�	����������
����3��
4��������51�6��$#��7�
�,�98:�,���&
�';��%��<)���
�$#!>=@?A�3��%��6�"!#��!:�,�"BC�D!����	���,�1�"�9�#
����6
��-
�'�,
��
!:�,���E����5/�-���	�,
��
�
�	�#�#������
��#�
���������	�
�	F&8�$#��76�����#)G
��H���,�	�	�I���%��	
����J���6�	��7KB&
��� .
��H��%#���
��$�8�LM�	�,�N=POG�2���N��$#�	�3��%#�Q!���
�8�76�,�
�'R����%#���	51���#)��	
��
!:�J��������5/�,�#�	���K��
3��!���
�8�76�,�S���T���U������V2���	�	
���W������$��,����
��X=&OY�<��%��	�Q!����,���	�I�Z�+���U�����EV3���,�	
���������$#�,����
��[����%#�	�
���%#���@���R�,
��
!:�,���E����5/��\>�E�@���	]1$��E���	�@�<������7�7�
U5/�J��%#�N���9���*��%#�"�1$��+W8:�J�^
�'"$����,���^���#�_!���
1��$#�,���<��
28:�+�����
!�7��N�XF;���	7���5/�,������)-���_��%��!���
I�	�	���"�^�#�J�C$����67��E�M�9��%����C�	7�
����	7E�3��!#!���
NV����������	�`��%#�a8:�	���C!:
���W����8�76�DBK�E��%-'b$#7�7> 1��
UBK7��N��)��D
�'@��7�7>$����,��Wc!���
1��$#�,�K!����,'d�,���,�#�	�	�	=
1. INTRODUCTIONe 
��#���6���J�9fg$#���,���h�N����%Y
�'"BK%#
��i%#���h�-��
���Wc���	)/�U���65��+���N��7j1kmlmn lbkmo 'd
��h�N����%Y
�'&pH!���
1��$#�J���	=�q&%#���^���h�,
��15/�	���6�,�1��7E�051���,B&�N����^���_fsrTp.���U������V0tu$#�#���,��7E�����#)
��%#�9!����,'b�,���	�#�,�	�D
�'C$#���,���	=q&%��	���"$�����7��E�����	�"vm���������EV^�	�I�������	��w;�U���&�#
��@��7�71 ���
NBK�*���+����5������	��x���U��%#�,�NFaB&�07��N��������%��	�E�Q5���7�$#�	�2���2$#���,���2�,V�!����	���2!����,'b�,���	���	�	���%���
�$�)�%_�������#�����,����
��#�	F`���U�� /�,�����#)2��$���5/�J���	FX'd�,�N��8#���� 0���U���6��)��	F�J����=@q&%#�a)�
���7:
�';�<���	�	
��
�
�	����������
��
���������	�����R��
^����'d�J�NF�8#�����N�
��3��%��Z!#�����K���,����
��#�"
�'($����,���	F1BK%#���J%3!���
1��$#�,���&�����<7��� /�	7E�
��
h8:�
�'#��%��C)����	�����	���`$����67��E�M�D��
y�N����%h$#���,�N=@z1$#��%h�a���������	�{���� /�	�X���	�,W
��
�
�	����������
����;'d
��R�Z$#���,�`8#�����N�*�#
��`
��#7E�h
��*%#���`!�����
��@���,����
��#�	F8�$��h��76��
-
��G��%��
���,����
��#�^
�'
|A�����
�676�U��}~vm�6�0��%#�	�E�^!#�����*���,����
��#��w$����,���	=^?M�T��%��6�Z7��U�����,�D)�$#������FX��%#�h!���
I�	�	���D���<��
��
�,�����
�	�Z 1��
UBK����+��� ndn���� ��� ��kmld���"�@n kA� � ld�I� =<q&%��,���h�6�Z�+B&�N��7���%[
�'R�,�
!#�E�����N��7(7��E��W�J������$����[�E�N�1F@�1��FR���1F`���1F@����F��/�1F@����F`���U�C
��G��%��	���������N���	F���������#���	�N�-]1$��E���D�*'d�JB��,
��
�
�,���	�6��7>!���
1��$#�J���"%��N5/�Z���	��$�7E���N�X=q&%��D!������������3�
�,�������<
�'�!:�,��'b
����������	�D%#�J���^�����3���-��%#�<!�����
��7��E���,���U��$����h�6�K��%#�^]I$#��7��E�M�0vm�������D!����	�	�����^8:�	7�
NBywK
�'���%#�D���	�	
��+W��� �����"
�';��%#�aB&
��� �B&���K��
��#�aBK%#��7��Z��%#�Z��$���%#
��CB"���K�h��$#�
�
�,����I���,���G���^�@�,���E�M�[?M����=��a76��
2��$#!�!:
������N�081�[�<z����y�����1� e"eC� W���/�����/����=K��Wc������7m\@�������#�	�����Z�	�	= �1��76��= �	��$� � �����K
�';��%#�yBC
��� 
B"���K��
��#�ZBK%��67��Z��%��D��$���%#
��&B"���y�h��$#�
�
�,����I���,���T�U�K�R�J�����A�3?M�#��=@�`Wc������7m\ L� /�J���	�:�Z�	�	= 8:�,�� ��	7��,�I= �N��$� �`Wc������7m\@!�����)�%:�Z5��,���E�M�I= �	
��

Permission to make digital or hard copies of all or part of this work for
personal or classroom use is granted without fee provided that copies are
not made or distributed for profit or commercial advantage and that copies
bear this notice and the full citation on the first page. To copy otherwise, to
republish, to post on servers or to redistribute to lists, requires prior specific
permission and/or a fee.
Copyright 2001 ACM X-XXXXX-XX-X/XX/XX ... � 5.00.

�
�	�#�#������
��#�	= e 
��
!�$����U���6
�����7"!:�,��'d
��������#�,�-�
�,�������	�
�U���Q��76��
���
!:
��������1�NF&8#$��9�M��!#���N��767E�H7��	������
G��%���� ]I$���76�E�A�I=¢¡-
����-��7�)�
�W���E��%#�
�2$#���N�����¢!������,�����	�Y�����G5��,�����	
��
!#$����U����
�����7�7��������
!�76��F���#���	5/�	� ��%�
����0!���
�!:
����N���6����%��[��%��	
����J���6�	��7D7��E���,������$����G�	��W������7�
��#7E�Q8#�������*7����#�	���^��76)��	8����1=<£y
UB{��
I�	�y
����*�	5���7�$#�����D��%#�	�����7�)�
����E��%#�
��¤¥¡-
����9�,�
!#�E�����N��7@B&
��� ¦���	��FR�I��FR��§IF@���1F@���,�C%�����	�
!�76
N�I�	�H��%#�0�
�,��%#
1��
�7�
�)�� 
�'9�����J%��6���[76�	�����#����)�=¨?M����$#��%�	5���7�$��U����
��#�h
�����8:�	)����#�^BK�E��%.�Q�	
��
!�7��,���
!����,'b�,���	���	�����������EV©=z�
��
�

�'K�E���h�	�I�����6�,�2vm$���$���7�7E�_�J%�
����	�Y��������
��
7E��w<�U���3���	7��,���N�©F���#�*��%#�R���	�����������,�R�����&'b�N�9��
Z��%#�R���	�	
��
�
�,���#�U����
��+��7�)�
����E��%�����K 1�#
NBK�Q!����,'d�J���	�#�	�,�	=Cq&%��^��7�)�
����E��%#�ª��%#�	�3���	�	
��
�
�	�����C��%#�!���
1��$#�,���Z
�'R%#��)�%��	���D$�����7��E�M�T��
3�N����%0$#���,�NxX�E���D��$#�	�,�	���<���<�
�N�UW��$����	�*8I�^��
��
�C'b$#���,����
��*��%#�����
�	����$����,��%#
NB4�9$#��%^$�����7��E�M�^�N���J%$#���J�C)��,���@'���
��u��%#�&���	�,
��
�
�	�#�#������
��#�	=�«>�����	�I�@���+��%#���R���	���,����!�W����
������R��%��a��
�����
��
��%#���C��%��a��7�)�
�������%��¬���9|c���	�	
��#������$#�J���6��)�}^��%#��	�I�������	�C
�';%���)�%#�,���&$�����7��E�M�
�����N���J%
��
NB 
�'>��%��af¥r*p-!����,'d�J���	�#�	����������EV©=`?M�3'm���,�NF������1��!����	51��
�$#�a��76)�
����E��%#�
�K���
!#7����	�E��7E�2���,�	
���W������$#�J�Z��!#!���
UV�����������
��#�K��
 ��ndn ��%#�D�,�1�������	�a
�'���%��D���������EV©F#�,5/�	���%#
�$#)�%_�	�I�������	�D
�'&7�
NB¨5���7�$��+�����9�#
��^�,�����	�I������7���
2��%#�h���	�	
��+W�
�	�#�#������
��-!���
I�,�	���	=
1.1 Prior theoretical work­ $#���U� �Jk���n6® � ��¯U�#���I����
1��$��	�N�9�a�����
!#7��&�

1���,7I�6�hBK%#����%9�N���J%!���
1��$#�,�h'd�,767C�6�I��
T
��#��
�'a°Y�N]I$��65���7��	���	�
�	76�������,�	=Gq&%��2!����,'d�J��W�	���	�<���������EV�B"���"��%#�	�����N��$��	�N����
+���2f±r2°3���U�����EVXF������#�,�^��7�7�E���	�
�KBK����%����_�
�	76�����ZB&�,���*������$��
�N�-��

%��N5/�D��%��*�����
�h$�����76�E�A�'d
��+�Q$����,�N=2²Z�����,�D��%#�+'b$�����%��,�*������$#�
!�����
��G��%#���h�N����%Y$����,�N³ �$�����7��E�M�_5/�	�,��
��3vm�´= ��=�F��	����%G��
NB¬
�'"��%#�+���U������V#wZ��$��
�
�N�0$�!_��

�����F ­ $#���U� �JkR��n6® � ��¯U�©���1����
1��$#�	�	�3�D�#����$�����7:�6���N�Zµ*��%����R�N���J%��
NB¢5/�	�,��
��y���K�����
!�7��N�3��
9�����	76�3��%#���K$����,�N³ �a!�����
��a!����,'b�,���	���	�	�	=q&%#���<�	��!���$����	�Z��%��*��
�����
��[��%��U�<!�����
��^�#�U���3
��_��$#���J�D���<�

����7��� /�	7E�Y��
[���#�	7�$����2!���
1��$��,���*��%#���+%#�N5/�
���	76������5/�	7E�.%#��)�%4$�����76�E�A�'d
��*��%��
$#���,�N=2q&%��6�h!���!:�,�h)���5/�	�^�����
!#7�����76)�
����E��%#�
�D'b
��*������7�75���7�$#�	�C
�'�°:F��
�N����$������#)D��%#�y��$#�¬
�'>��%��Z$����67��E�����	�"
�'>��%#�K���	�	
��+W�
�	�#�#������
��#�C
U5/�J�C��%#�K$����,���	=`?A�&��7���
9$������J�����	
����	�@��%��U�&����
������J���
0!���
U51�����2)�
I
1�4���	�,
��
�
�	�#�#������
��#�	FR���H��7�)�
����E��%#�¶���	�N�.�#
�����	�	
��#������$��,�h��7�7`�	�I�������	�	=+?c�^���6�[%#
NB&�	5��,�^!:
����I�D
�$��h�2�1$#�*8:�,�
�'y$#�����	��
�7�5/�	�4������$#�,�	\-���.!������,�����	�-!���
1��$#�J���
��
[�#
��+'m��7�7a���I��
�N]I$#��5���7��	���	���	76�������	�9BK�E��%��6�YBK%����J%.��767C$�����7��������	�9��������%#�
�����
��F��%#�D�	]1$���5���76�,�#�	�^�	76�������,�Z���Q��%#�^������7E�������Z%#���-��

8:�D
�'`��
�$#)�%�7E���%#�T�����
�[���6·,��F<�����H��%��T�	
��
!:�J��������5/�,�#�	���3
�'^��%#�[��7�)�
����E��%��
�����!��6��7E�Q�����
�6������%#�N�
BK�E��%Q���#�,���N�������#)�°:=�y·	��� �Jk>��n6® � ���1�JV�!�7��6�,����7E�D�6���	�I����¸#�N�<���������EVy���	�	
���������$#�,����
��9����	�	�I������7R��
Q���	�	
��
�
�	����������
��_���������	�
�	F����6�
����)Q��
-���	�	
��#������$#�J���%#�C�	�I�������"$�����76�E�A�9���U������V3vd���U��%#�,����%#���+
��#7E�^��%#�&%��6)�%#�	���R5���7�$#�	����_�	����%[��
NBywJ= � ��
U5��6���N�Q��%#�9!����,'d�J���	�#�	�*���������EVQ%#���0�+������%#�J�������
���)T|M)���!#}D!���
�!:�,���A�3vm���	�K8:�	7�
UBywJF���%#�	�E�@!���
I�	�	��$����"�,
�$#76�*���JW�	
��#������$#�J�"�^)�
I
1�-��!#!���
UV�����������
�����
D��%��y�	�I���E���Z���U�����EV9'b��
��¥������#��
��¹�����
!#7��*
�'&�
�	
��#�������1�y'b�����,����
��G
�'R��%��^���������EV©=<q&%��	�E�



BC
��� 2�

�����5��U���	�"��%#�D!����	���	�I�KB&
��� 3���-�MBC
������N���	\&$������J�����������1W����)2��%#�9)/��!0���N]I$#�E���	�
�	�I�<�����_�N5/
��6������)-�����
!�7��6��)Q�3�	
����������I�'������,����
��T
�'���%#�Z���������EV©=z1���
�676�U��B&
��� ^%#����8:�	�	�9��
��#�C8I�^ºZ�������N��� �JkA®a��n6® �E�U�IF��N�U�´=`�y7EW��%�
�$�)�%+��%#�,���a!#��!:�,���R������$��
�"'d$#7�7� ���
NBK76�	��)��a
�':��%��K�6��!#$��R���UW�������	�,�&���#�*��%#�,�
��!�!���
NV��6���U���az����#)�$#76���R�R��7�$#�"º<�,�	
��
!:
���������
��#�
��<!���
1��$#�J���Z
�'@���U�����6�,�	�	F:��%#�,�-�N���0��76��
38:�h5����,BC�N�T���Z���������EV���,�	
���������$#�,����
��4���	��$#7E���	=H?M�.!��U�������	$#76���NFC'd
��3�[���������EV.t^FK�E�N������,�	
���������$#�,���a��%#�h!���
1��$��,�ZtZtZ»Y)���5/�	�[
���7��Q�+'d�,B¼�,
�7�$#�
���y
�'t^=_½Z8#���,��5��+��%����h��%#���h���	��$#7E�*�6�*�#
��9$����,'d$�7C���.
�$��*���E��$��U���6
��>xBC�Z���	�N�+��
h���,�	
���������$#�,�&t¢�����
�#
��KtZty»[�����+��%��,���y���&��
^�N�����B&�	�Y��
Q���	�	
��#������$#�J�
t¨'���
��gtZt » =0¾C$��NF`�����E�	���"�E�+���9��%�
UBK���%#���*t¬�N���~8:�
�,¿
�	���	�I��7E�G��!#!���
NV������U���N�_$����6��)T�����
�676�U�9�6���	���'���
��g�T�����
!#7��

�'a��
NBK�9�����Y�,
�7�$#�
���*
�'ath=0q&%#���*��7�)�
����E��%#�vm�	��7�7��N�3À^ÁZÂ¢���	�	
��
!:
����E����
��
���T�E�	���bw`�6�R��$#8����N]I$#�	�I��7E�h$#���N�9'b
��!���
�!:�,���A�T���	�������#)3���G)�����!#%��	=*?A�Yz1�	�,����
��0��FXB&�9������!��Z��%#���^��7EW)�
����E��%#�Ã��
+��%#�D!���
�8�76�,�S
�'@���������EV2���,�	
���������$#�,����
��X=a½Z$��a)�
/��7���"��
9��%�
NB¢��%#���"BC�<�N���-�,¿
�	���	�I��7E�2��!#!���
NV������U���<t�$������#)9
��#7E�!#�������6��7>����'d
�����������
��Q��8:
�$��yth=
1.2 Our main results?A�¢��%����T!���!:�J�TB&�~!���
�!:
����~�H�#
�����
��Ä
�'+�	
��
!:�,���E����5/�0���	�,W
��
�
�	����������
��_���������	�
�	F(8�$#��76�����#)Q
��Y!�����
��hBC
��� 4� ��FR��¯U�´=2OG���%��	�����N��$��	�y��%��Z!���
�8#7��	�¥
�'(�	
��
!:�,���E����5/�a���,�	
��
�
�	�#�#�U���6
��3��
�Q'b
����Å
�'a���������EV0���	�	
��#������$#�J���6
���vm���1��$��E���65��	7E�Y�

�����5������N�08:�,W7�
NBDF@���#�G'd
�������7���·	�N�Y���.z��,�,����
��.�/wJ=-�Z�,V1�NF>B&�3���	5��	7�
�!~��76)�
�W���E��%��
�+'d
�����%��-���	�	
��#������$#�J���6
�� !���
�8#7��	�¶��%#���3���� H�Ä|A������7�7�}�1$��98:�,�C
�'�$����,���&'d
��Z��7�7X��%��	�E�K!����,'b�,���	�#�,�	�	F������
��%#�Z���,�������#���#)$����,���&'d
��K!����,'b�,���	���	�	�"
��2�[|M������7�7�}+�1$#�*8:�,�R
�'(!���
1��$��,���Zvcz1�	�,W����
��G�IwJ=h£y�,���_|A������7�7�}Yv´���yB&�9'b
�������7���·	�+8:�,76
NBywZ���D�3��$��98:�,���%#���9�6�h�M��!#���N��7�7��_BK�E��%#���4�[�,
��#�������I�9
�'a��%��28:�,���9!:
������68�7��-
���,5/�,���+�����������#�,��F1��$#!�!:
��������#)D
�$��R�#
�����
��3
�'X�	
��
!:�,���E����5/�"���	�	
��+W�
�,���#�U����
��4���������,�
�	=P�y
��#�J��%#�	7��	���	FC
�$��3��7�)�
����E��%��
�������T��8#7����
����J%����	5/�^�9��
�����7;$����67��E�M�2�	7�
����D��
+��%��D8:�	���a!:
�������8#7��^BK����%2'd$#7�7 1��
UBK7��N��)���
�'"��%��+���������EV©=2�y�<BC��BK��7�7C��%�
NBDF(��%#�
�1$#�*8:�,�D
�'�����
!#7��	�R
�'X$�����7��E���6�,�&���R��%1$#�`����)�����¸#�N���I��7E�
������767��,�R��%����
�6�
!�����
��BC
��� :=4¡-
����	
U5/�,�NF&��
��
�2!�����
��+BC
��� �� ��F&���U�"���N]I$#�E���	�
�T'm������7E�����������)��	�I�2|M)/��!#}�������$#�
!�����
��Q
��-��%��D!����,'b�,���	���	�D���������EV2�6�-
���W���,�"��

��!#!#7E�-z1���JB"�����N³ �"��%#�,
����	�Æ�E�	���;BK�E��%�
�$��K�

�����5��U���6��)*��%���#����$����2
�'Z���U�����6�,�	�9)��	�#�,���U�����#)0��$#��%4)���!��	=~?M�.�N5/
��������#)[��%#���)���!����N]I$#�E���	�
�	�I�`B&�a���� ��K���,�	
�$������y��
h�D!����������	$�76���NF�!#76��$�����8#7���

1���	7;'b
��<)��	�#�J���������#)3!����,'b�,���	���	�*���U�������	�	�	=Z�(�6�#��7�7E�IF:��%#�D��$#��W�����#)+�����
�<
�'`
�$��y��7�)�
����E��%#�S���ZÇ+vmf2p;wJx�B&�D8����6�JÈ#�2�	
��
!#�����D�E�BK�E��%Q!����	51��
�$#�"���	��%#���6]1$��	�"���Tz1�	�,����
��Q��=
2. PRELIMINARIES

2.1 Competitive recommendations�a�R���R�	7��N���R'b��
��u��%#�"!����	�	�N�����#)^�������	$�������
��>F1BC�a%#�N5/�a���R76�	������AB&
*�6�
!:
��������I�&�
�J�����6�,�R'd
��K�
�N����$������#)^��%#�y]1$#��7��E�M�

�'����-��76)�
�W���E��%��Q=[�(�E�����NFC���9��7E���N���1�~�
�	�I����
��#�	�XF(BC�3�*$#���*]I$����1���E'��_��%��
U5/�J����7�7;]I$#��7��E�M�3���#�3$�����76�E�A��
�';��%��Z���	�	
��
�
�	����������
����	=@z��,�	
��#�XFBC�"B&
�$�76��7��� /�&��%��y��7�)�
����E��%�����
^���	�����#�9���@7��E����76�a!�����
��C 1�#
NBK7EW�	��)��*���Z!:
�������8#7���F>���y�
�N����$����N�Q8I�-��%��*�1$#�*8:�,�K
�'R�����
!�7��	�Z
�'$�����76�E�A�P5���7�$#�,�	=�?M�H������7E��·,�6��)Y��%#�Q76�U�����,��B&�[����
�!��
��%#�Q51���,B��%#���h��7���%�
�$�)�%_��%��,���+�U���
fg$����,���	FX��%#�+���NL�
������A�[
�'&��%��	�Æ�U���7��� /�	7E�Q��
+'d��7�7����I��
2�+���	76�U���65��	7E�T������7�7;���J�<
�'h|c�M��!:�	��}�=a²y���,���Z
�'��%��2�����
�
�M��!:���#�	�N�Y��
��9%��N5/���6���	�I�����N��7C$�����7����A�~5/�	�J��
����	F@8#$����
Y%��N5/�2���	76������5/�	7E� �����
��76���35/�	�J��
����+µ~��%#�������3'b
�������76��·	�	�P8:�,W7�
NBD=-«>�,�h°08:�+��%#�+�1$#�*8:�,�D
�'"��$#��%_�A��!:�,�	x(B&���	�151�����6
��Y°_���8:�,�6��)Q�	
��#���6���,����8#7E�_������7�7��,�^��%����_f_=�?A�_!������,�����	�
B&�
8:�,76���	5����%#���Z°2B&
�$#76�-�M��!��6�	��7�7E�Q8:�h�+�	
����������I�y�6�#���	!:�,�����,�1�a
�'`f_x�'b
����%��D���	�����������,�y
�'@��%#�^!���!:�,�yBC�hBK��7�7(���,'b�,�Z��
3°T���Z�
�	
����������I�

���[��7�7�]I$���7������U����5/�9�������	$#������
��XF©�	5/�	�2��%#
�$�)�%T
�$��a��%#�	
����	�
�aBK��7�7�	5/�,�1��$#��7�7E�38:�^]1$#���I���E¸��N�����-���,���
�"
�'(��%#�	�E�y���,!:�	�����	�#�	�Z
��Q°:=OY�9�6�I����
1��$#�	�+��%��9'd
�767�
NBK���#)[�#
�����
��#�h���_��%��
��!#�E���E�*
�'K�	
��+W!:�,���E����5/�h���#��7E�����6�	=aOY�DBK��7�7����	�T���0��76)�
����E��%#�¹���yÉ�ÊM����ËyÌ �Jkmldkmld���Í ���*Î � ËZÌ n lb�1� �E'R���<
��#7E�[$����	�D!�����
��<�6��'d
�����������
��['b��
��ÆÉ	°T��
NBK����#�0�,
�7�$#�
���Z
�'R��%#�h���������EV©=^?M�I��$#�E����5/�	7E�Gvd��
3BK�E��%#���[��%#�*�	
���W�������I�9ÉNwJF`
����2�	���#��
��9%#
�!:�
'b
��
�*$#��%Y8:�,�����,�*���Y��%#���9���A��7��3
�'�����
!�7��6��)+ÏÐ'd
��D
���%��,��BK������F©B&�^���6�� 3��%#�h!:
�������8#��7��E�M�T
�'R��
�����7�7E��
���������#)G����'d
������U����
��P
�� �[�M��!:�2
�'D$#���J�3�����~��%1$#�9'd����7����#)G��
���,76��5/�J�+���1�G$#���,'b$#7C���,�	
��
�
�	�#�#�U���6
��#�D��
T��%��U�*�A��!:��=TOY�����	����.��7�)�
����E��%��g���9Ñ;ÊM����ËyÌ �Jkmldkmld��� Í ��� j1kmlmn lbkmo �E'K���9���,76��5/�J���9�-��
�W����7�$�����7��E�M��vd'b
�������7�7E�9���,¸#�#�N�^8:�	7�
NByw����h���	�	
��
�
�,���#�U����
��#�>��%�������^���D7��N�����*Ñ0�����
�	�Z��%��*$����67��E�M�T�����	76���	�08I�[���G��76)�
����E��%#�¹��%����%����&'d$�767X 1�#
NBK7��N��)��<
�';��%#�Z$�����76�E�A�2���U�����EVX=;OY�Z��%1$#�C���	�	 3��7�)�
�W���E��%#�
�C��%#���a�U���DÉ�ÊA����ËZÌ �Jkmldkmld��� Í ���<Î � ËyÌ n ld�1� 'b
��y�*������767X5���7�$#�
�'(É�F����#�2�����9$�7������#�	
�$#��7E�-Ñ;ÊM����ËyÌ �Jkmldkmld��� Í ��� j1kmlmn ldkmo 'd
��y�*76����)��5���7�$#�a
�'(Ñ>=`?M�+'d���,�NF1��%#�y��7�)�
����E��%#��B&�<���	���,����8:�y����%#���	5/�	�@��%#�	���
�81L��,�,����5/�	�Z�,5/�	�Q�E' ��n Ë+��Î k ��7�7&vd���U��%#�,�K��%#���[��7�7�w"$#���,���K'm��767����I��

����D
�'`°2��
��
�6�#���I�"�M��!:�	�	=
2.2 Singular value decompositionsq&%#�+Î ld�I��j�n�� � ����n j#�*ÒI� ����ËZÌ���Î lbkml � � 
�'@���QfÆ8I�3pG���������EV2t���a�*'m���,��
�����·N�U���6
��[
�'���%#�y'd
����Q\t Ó�Á<Ô"Õ »BK%#�J����Á¨�����_ÕÃ�U���9
�����%#
�)�
��#��7`fsrQfg�����[pYrTp~�����������	�,����#�-Ô4�6�R��%#�y���6��)�
�����7>���U�����EV+BK%#
����<���6��)�
��#��7X�	�I�������	�"�����a��%#������#)�$#76���K5���7�$#�,�CÖ:×(
�'(t^=@¾R�
Ö:×�v´t<w�B&�Z���	��
����K��%#�aØ´W´��%�76����)��	��������#)�$#76���y5���7�$#�<
�'@th=@«>�J�K$#�a���,¸#�#�Z��%��<fÆr2p_���U������V3tZÙ9���tZÙ<Ó¢Á@Ù�Ô"Ù�Õ »Ù Ó�Á`Ù/Á »Ù t�Ó�t<Õ:Ù�Õ »Ù2ÚBK%#�J���KÁ`ÙK���;��%��Rf�r"°y���������EV<�	
��#�����������#)y
�'���%#�`¸#�����`°<�	
�7�$#�
�#�
�'DÁhFCÔ Ù ���h��%#�2°_r_°~���6��)�
�����7K���������EVY�	
��#�����������#)0
�'a��%#�3°76����)��	���&�����#)�$#76���C5���7�$#�	�	F1�����
Õ:ÙZ���`��%#�"p+r^°*���������EV9�,
��#�����������#)
�'���%��Z¸#�����a°3�	
�7�$��
�#�"
�'RÕ9=q&%#�,�>F1��%#�<���U�����EV3t<ÙD�6�"��%��Z8:�	���"�����# 3°2��!#!���
UV�����������
��3��
tªBK����%.���	��!:�	�J�+��
0��%��T�NWA��
����Û�����Y��%��Q����
�8:�	�#��$#�9�#
����g
�'��%#�*���������EV©FX�´= ��=�F>��%#�9�J����
��3Ü t¢Ý.tZÙ�Ü ÞJß à ���D�
���#���9$��S
U5/�J�h��7�7!:
�������8�76�-°1W´�����# Y��!#!���
UV�����������
��#�*��
0t^=~z1�	�_�E�	���"'d
����T�

�������J������7��N�Q�������	$�������
��T
��Tz��Zº*=�y7���
�F���%��h�UWc�#
����¥
�'@���-fÆr2p_���U������V2t¢�6�a���,¸����N�-���Ü t9Ü Þ Óá���UVâ ã/â ä,å(æ Ü taç�Ü Þ���#�3��%��^����
�8:�	����$#�"�#
����Ã���

è t è à_Ó éêêë ìí × å(æÃîíï å�æ©ð Þ×
ï1ñ

�¢BC�	7�7EWA 1��
UBK�2'm���J�<��8:
�$��"��%��D�#
����
�"�6�"��%#���Ü t9Ü Þ<ò è t è à ñ�(������767E�IF:'b
��^�����������EVTt^F©thó ×bô ���,�#
����,�Z��%#�^ØmW´��%0�,
�7�$#�
�T
�'&t^Ft ó ×bô ��%#�ZØmW´��%���
UB¢
�'`t������3q>��v´t<w@��%�� k � � � � 
�'�t¨vd��%��Z��$��¥
�'�E���a���6��)�
�����7;�	7��	�
�,�1����wJ=
3. OUR MODEL AND SOME REDUCTIONSOY��¸#�����+���,¸#�#����%#�3�#
����6
��H
�'<��|M)�
I
1��}G���,�	
��
�
�	�#�#�U���6
��vcz��,�,����
��[��=��NwJ=K�Z�,V1�NF�B&�D���N��$��	�D��%#�D!���
�8#7��	�Ã
�'R)�
I
1�-���	�	
��+W�
�	�#�#������
��#�©��
K�&���������EVZ���	�,
��#������$��,����
��D!���
�8#7��	��vcz��,�,����
��^��= ��wJ=OY�a��%#�	�3���I����
1��$#�,�Z��%#�y�#
�����
��-
�';���
!:
��������I�"$����,�&�A��!:�,�<vcz��	�JW����
��[�1= ��wJ="�(������7�7��IF�B&�^��%#
NB¢��%��U�y�E'���%��,���D�,V������y���	76�U���65��	7E�-'d�JB



��$��J%0�M��!:�	�	F>���� 1���#)3���	�	
��
�
�,���#�U����
��#�Z8������	�G
��G�-7�
UBu�����# ��!#!���
UV�����������
��*
�'���%��R!����,'d�,���,�#�	�&���U�����EVD)���5/�	�;�	
��
!:�,���E����5/�`���,W��$�7E���Zvcz��,�,����
�����= �/wJ=`?M�9BK%#���@'d
�7�7�
NBK�KtP���&���+f¨r^p3!����,'b�,���	���	����U�����EV-�����3�����"��
NBK�y�����D�#
�������7���·	�N�Gvd��%��	�E�a76�,�#)���%2���^�NwJ=
3.1 Defining a “good” recommendation«X�,�uõt¼8:�^��%#�*��!�!���
NV��6���U����
��0���,����5/�	�[8I�Q���0��7�)�
����E��%#�±'b
����%��2���U�����EV.th=Y�ª���,�	
��
�
�	�#�#�U���6
��Y'd
��3�[$����,�
Ø<�,
��#���������

�'��%��2��
�!Hö[�	7��	�
�	�I���+
�' õt ó ×bô FCBK%��,���Qö[�����[���N����
��#��8#7E�4������7�7�,
��#�������I�NF>���	�_�3ò¢ö3ò��	��=^º<�,�#
����*8I� ð × æ Ú

ñ	ñ	ñ Ú ð ×6÷ ��%��*��
�![ö�,76�,�
�	�I���"�6�2��%#�Z��
NBÄt ó ×�ô =ø*ù�úIûbü©û6ý:ûbþXü ��=yÿ¨Ì���� Ò�j � k��4l Î3� ��ndn6��Ò�������� Í ��� j Î � �9Ø l Ít × ï 	 ð ×6÷ Ý�

� Í ���DÎJ��Ë � Î�Ë ��ndn ��� � Î kc����k 
 ®ø*ù�úIûbü©û6ý:ûbþXü �I=yÿS� � ����Ë*Ë �J�:Ò���kml � � Í ��� �[j Î � �hØ l Î �������l Í lbk ��� ��kc��ld� Î ��k&n6��� Î k � �:�Z� �N� Ò Ì���� Ò�j � k Í ��� k��#�hj Î � � ®q&%����y���a�+��
��
�,BK%#���KB&�	�� 2���,¸#�#�E����
��Q
�'`�+)�
I
1�-���	�,
��
�
�	��W��������
��XF�8�$������	5/�,����%��	7��	�����"���N����
�����8#7��"
�����=(?A�1��$��E���65��	7E�^�y)�
I
1����,�	
��
�
�	�#�#�U���6
��Q���Z
��#�D��%��U�y7��N�����a��
��+!#$�����%�������=K?A'�BC�D���	�,W
��
�
�	���a¸�5/�@!���
1��$#�,���X��
y�K$#���J�NF�
��#�@
�'�BK%#����%h%#���(%���)�%^$�����7��E�M�vm�m= ��=�F�5/�J���[�	7�
����+��
2��%��9��
�!0¸�5/�*!���
1��$#�,����wa��%��	�_��%����D�6�D��$�¿+W�,�6�,�1�N=ø*ù�úIûbü©û6ý:ûbþXü �1=yÿ¨� � ����Ë9Ë �J�:Ò/��kml � �.��n � ��� ldk�� Ë l Îh� ��ndn6��Ò Ñ;Ê����ËyÌ �Jkmldkmld��� Í ��� j1kmlmn ldkmo � l Í ldkCl ÎK�,V�!:�	�,���N� k � Ò/�,n ld��� �a)�
I
1�4� � �	Ê��Ë9Ë �J��Ò/��kml � � Î Í ��� ��k"n6��� Î k Ñ��	f j Î � �JÎ ®½Z8151��
�$���7��IF;Ñ~ò¨��=
�y7���
�F(�����	�	
��
�
�,���#�U����
��0��7�)�
����E��%#�Æ��%��U�%#���`'d$�767� 1�#
NBK7��N��)��K
�'���%��"!����,'b�,���	�#�,�a���U�����EV*���"�,Wc�	
��
!:�,���E����5/��=OG�*BK��7�7`!��������
�,���,����·	�9��%��9�	
��
!:�,���E����5/�	�#�,���Z
�'C
�$��^��7�)�
����E��%#�$������#)Q��%#�+��8:
U5/�3���,¸#�#�E����
����h
�'a� � �N� Ò ���	�	
��
�
�	����������
��G�������
��
�T!���
�!:�,�������	��
�'<��%��Q!����,'b�,���	���	�T���������EV©=�½Z$���)�
/��7a���3��
��%�
NBY��%��U�NF�$������,�;���U��%#�,�;������$�����71������$#�
!�����
��#�	FUB&�@�N���*����%#���	5��%���)�%05���76$��	�<
�'KÑ0BK%��67��* /�	�	!��6��)3��%��9��7�)�
����E��%��iÉJWc�	
��
!:�J��������5/�'b
��_�����
!�76����)P'd
��G��
��
�~������7�7*É�=Û²y�����,�T��%#�	���.���,¸����E���6
��#�	F��%��9��7�)�
����E��%��±
�'a� ���`���*v��yÝ���v��Nw�wAW,����ËyÌ �Jkmldkmld��� Í ��� j1kmlmn ldkmo �����Ç+vmf���°�wAWJ����ËZÌ �Jkmldkmld��� Í ���"Î � ËZÌ n ld�1� =(OG�&��%#
�$#76�*�������,���`��%#������%����7�)�
����E��%��¥
�'R� ���©���Zv���Ý���v��Nw�wAWc�	
��
!:�,���E����5/�"'d
��"$�����7��E�M�
�,5/�	�
$#��W���,�2�

����T���������#)��	�I�-���,¸����E���6
��#��
�'9Ñ�Wc�	
��
!:�,���E���65��	�#�	���	=�?A�3�����
��"�,76�	���K��%#
�$#)�%
��%#���"��$��J%2���,¸#�#�E����
����&���� /�y�h���,�	
��
�
�	�#�#�UW����
��4���������	�Å�

����3$����,'d$�7mxR��%��,������%#
�$�76�Y�#
��*8:���9$��J%G�����©�,��W�,�#�	�y8:�,�MBC�	�	�
���	�	
��
�
�	�����6��)<��%#� �1l6���#� Î k $�����76�E�A�
!���
1��$#�,�&�������
��
�,��%#����)+�	7�
����D��
9�E�N=
3.2 Good recommendations from good matrix
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